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Fuzzy DID
基本设定：

• W为实际处理变量，W = 1为被处理，否则W = 0

• G = 0/1为一个分组变量，G = 1为处理组，G = 0为对照组
• T = 0/1：事前、事后
• Y为收入
• 例子：Duflo(2001)

• W为是否入学
• G为该地区是否扩建学校：1973‑1974的INPRES计划
• 两个cohorts：

• 1957‑1962出生：计划推行时已经上完学（T = 0）
• 1968‑1972出生：受到计划的影响（T = 1）

• 理想情况：W = G× T：计划施行之前都没上过学，但是计划施行之后有
INPRES计划的上学了

• 然而事实并非如此，W ̸= G× T，处理组只是被处理的个体更多了
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Fuzzy DID

一些notation:
• Wgt、Ygt：W |G = g, T = t、Y |G = g, T = t

• Ywgt：Y |W = w,G = g, T = t

W的假设
W可以是binary处理，也可以是多个组，或者有序变量。方便起见，我们就W为二
元变量为例。

数据形式
该方法最适合重复截面（repeated cross‑sectional）数据，以及使用cohort作为
时间变量的设定（实质也是重复截面）。
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Fuzzy DID的基本假设

假设1：模糊设计，第一阶段，即G对W的影响
E (W11) > E (W10)，E (W11)− E (W10) > E (W01)− E (W00)

• 该假设定义了处理组：被处理的比例增加最大的组
• 如果处理比率降低，那么重新定义W̃ = 1−W即可。

假设2：参与方程
W = 1 {V ≥ vGT }，其中V ⊥⊥ T |G

• 该假设即假设了处理变量W的一个潜在的index结构。这里假设了有个潜在的
“参与倾向”V以及一个随着时间、组别变化的临界值vGT。

• 在重复截面中，W (T )不可同时观测。
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Fuzzy DID的基本假设

接下来我们以一个两期、两组、二元处理为例。
假设3：共同趋势假设
E (Y (0) |G,T = 1)− E (Y (0) |G,T = 0)与G无关。
这个假定是在DID中常见的共同趋势假设。
假设4：（时间）同质的处理效应
E (Y (w)− Y (0) |G,T = 1,W (0) = w) = E (Y (w)− Y (0) |G,T = 0,W (0) = w)
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Fuzzy DID中的转换者
可以定义转换者（switcher）：

S = {W (0) < W (1) , G = 1}

其中:
W (t) = 1 {V ≥ vGt}

从而转换者即G = 1组别中从未处理转到被处理的个体。可以定义LATE：
∆ = E (Y11 (1)− Y11 (0) |S)

即在G = 1组别的转换者当T = 1时的处理效应。同时，令:
S′ = {W (0) ̸= W (1) , G = 0}

为控制组的转换者，以及：
∆′ = E

(
Y01 (1)− Y01 (0) |S′)
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Fuzzy DID的识别

有了以上准备后，我们可以得到：

E (Y11) = E

Y11 (1)×

1 {v11 ≤ V11 < v10}︸ ︷︷ ︸
Switcher

+ 1 {V11 ≥ v10}︸ ︷︷ ︸
Always taker




+ E (Y11 (0)× 1 {V11 < v11})
= E (Y11 (1)× [1 {v11 ≤ V11 < v10}+ 1 {V11 ≥ v10}])
+ E (Y11 (0)× (1− 1 {v11 ≤ V11 < v10} − 1 {V11 ≥ v10}))
= E ([Y11 (1)− Y11 (0)]× 1 {v11 ≤ V11 < v10})
+ E ([Y11 (1)− Y11 (0)]× 1 {V11 ≥ v10}) + E (Y11 (0))
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Fuzzy DID的识别
同理：

E (Y10) = E

Y10 (1)× 1 {V10 ≥ v10}︸ ︷︷ ︸
Always taker


+ E

Y10 (0)× 1 {V10 < v10}︸ ︷︷ ︸
Switcher&Never taker


= E ([Y10 (1)− Y10 (0)]× 1 {V10 ≥ v10}) + E (Y10 (0))

从而：
E (Y11 − Y10) = E ([Y11 (1)− Y11 (0)]× 1 {v11 ≤ V11 < v10})

+ E ([Y11 (1)− Y11 (0)]× 1 {V11 ≥ v10}) + E (Y11 (0))

− E ([Y10 (1)− Y10 (0)]× 1 {V10 ≥ v10})− E (Y10 (0))
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Fuzzy DID的识别

根据假设4，得到：

E (Y11 − Y10) = E ([Y11 (1)− Y11 (0)]× 1 {v11 ≤ V11 < v10})
+ E (Y11 (0))− E (Y10 (0))

= E (Y11 (1)− Y11 (0) |S,G = 1)× P (S|G = 1)

+ E (Y11 (0))− E (Y10 (0))

= ∆× P (S|G = 1) + E (Y11 (0))− E (Y10 (0))
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Fuzzy DID的识别

同理：

E (Y01 − Y00) = ∆′ × P (S′|G = 0
)
+ E (Y01 (0))− E (Y00 (0))

从而根据共同趋势假设，双重差分：

E (Y11 − Y10)− E (Y01 − Y00) = ∆× P (S|G = 1)

+ E (Y11 (0))− E (Y10 (0))

−∆′ × P (S′|G = 0
)

− [E (Y01 (0))− E (Y00 (0))]

= ∆× P (S|G = 1)−∆′ × P (S′|G = 0
)



模糊双重差分 异质性处理效应与双向固定效应估计

Fuzzy DID的识别
此外：

P (W11 = 1)− P (W10 = 1) = P (S|G = 1)

P (W01 = 1)− P (W00 = 1) = P (S′|G = 1
)

从而：

WDID =
DIDY

DIDW

=
E (Y11 − Y10)− E (Y01 − Y00)

[P (W11 = 1)− P (W10 = 1)]− [P (W01 = 1)− P (W00 = 1)]

=
∆× P (S|G = 1)−∆′ × P (S′|G = 0)

P (S|G = 1)− P (S′|G = 0)
∆
= α∆+ (1− α)∆′
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Fuzzy DID的识别

识别陷阱
值得注意的是，如果P (S′|G = 0) > 0，那么α > 1，意味着WDID可能不能识别任
何处理效应，甚至也不是任何处理效应的（正的权重）的平均。
所以我们需要一些额外的条件才能够识别∆：
识别条件1
假设∆ = ∆′，即处理组、控制组的LATE相同

识别条件2
假设:

0 < P (W01) = P (W00) < 1

从而P (S′|G = 0) = 0，α = 1。
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时间修正的Fuzzy DID

以上我们根据假设1‑4找到了Wald类型的Fuzzy DID估计量，现在我们放弃共同趋
势假设（假设3）以及时间同质性假设（假设4），转而使用如下假设：
假设5：条件共同趋势假设
假设E (Y (w) |G,T = 1,W (0) = w)− E (Y (w) |G,T = 0,W (0) = w)与G无关
以上假设相较于假设3，多给定了第0时期的处理状态。如此，在假定1、2、5以及
识别条件2的假设下，可以定义：

WTC =
E (Y11)− E (Y10 + [E (Yw01)− E (Yw00)])

P (W11 = 1)− P (W10 = 1)

就得到了“时间修正”的Wald估计量。本质：使用控制组的W = w的样本趋势为
处理组做反事实。
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双向固定效应估计

• 正如我们在面板数据的分析中，为了消除不可观测异质性，我们通常采取两种
办法：

• 固定效应估计量+时间固定效应（双向固定效应估计量）
• 一阶差分估计量+时间固定效应

• 在DID中，我们同样也使用了双向固定效应估计DID估计量。
• 尽管双向固定效应估计量如此普遍，但是仍然发现很多奇怪的现象：

• 固定效应不显著，但是一阶差分显著（Gentzkow et al., 2011）
• 加权重与否对结果影响很大（Enikolopov et al., 2011）

• de Chaisemartin和D’Haultfoeuille(2020)认为这是异质性处理效应在不同
估计下权重不同的结果。
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一般设定

• 假设一个处理变量W以及一个结果变量Y，从而反事实为Y (W )。
• 我们暂且考虑W = 0/1
• 后续可以扩展到有序的处理变量

• 假设一个分组变量G ∈
{
0, 1, 2, ..., Ḡ

}以及时间变量T ∈
{
0, 1, 2, ..., T̄

}
• 注意每一个g, t的组合里面可能有一个观测，也可能有不止一个观测
• 在此基础上，我们引入一个重要的假定：

假设1：平衡面板
假设对于所有的(g, t) ∈

{
0, 1, 2, ..., Ḡ

}
×
{
0, 1, 2, ..., T̄

}都有观测
（P (G = g, T = t) > 0）
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重要假定

仿照双重差分模型的假设：
假设2：共同趋势假设
对于t ∈

{
0, 1, 2, ..., T̄

}，有：
E (Y (0) |G,T = t)− E (Y (0) |G,T = t− 1)

与G无关。
该假设与双重差分模型中的共同趋势假设相同。
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重要假定

此外，还需要对于处理变量的假定：
假设3：处理的单调性
对于每一期t ∈

{
0, 1, 2, ..., T̄

},W = W (T )且：
1 W (t) ⊥⊥ T |G
2 P (W (t) ≥ W (t− 1) |G) = 1或者P (W (t) ≤ W (t− 1) |G) = 1

以上假定处理变量在每个组内，处理变量W (t)对每一期都是稳定的，且每个组别
内部，相邻两期的处理要么单调递增，要么单调递减。

• 如果每个g, t内部只有一个观测，以上假设自动满足
• 如果每个g, t内部有不止一个观测，以上假设不一定满足了

• 对于面板数据，W (t)可以直接看到
• 对于重复截面数据，以上假设就不可检验了
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重要假定

此外，还要额外假定处理效应的稳定性：
假设4：稳定的处理效应
对于所有的(g, t) ∈

{
0, 1, 2, ..., Ḡ

}
×
{
0, 1, 2, ..., T̄

}：
E (Y (1)− Y (0) |G = g, T = t,W (t− 1) = 1)

= E (Y (1)− Y (0) |G = g, T = t− 1,W (t− 1) = 1)
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关心的处理效应

在以下介绍中，我们主要关心两种处理效应：
• 处理组平均处理效应：

∆TR = E (Y (1)− Y (0) |W = 1)

• LATE：
∆S = E (Y (1)− Y (0) |S)

其中S = {W (t− 1) ̸= W (t)}，即相邻两期处理状态不相等的转换者。
额外记：

• ∆TR
gt = E (Y (1)− Y (0) |W = 1, G = g, T = t)

• ∆S
gt = E (Y (1)− Y (0) |S,G = g, T = t)
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两组、两期的特例

如果我们有两组、两期，即Ḡ = T̄ = 1，当我们加入组别G的固定效应以及时间固
定效应时，那么：

βfe = βfd =
[E (Y11)− E (Y10)]− [E (Y01)− E (Y01)]

[E (W11)− E (W10)]− [E (W01)− E (W01)]

=
DIDY

DIDW
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两组、两期的特例
由于：

E (Y11) = E (Y11 (0)) + E (Y11 (W11)− Y11 (0))

= P (W11 = 1)
[
E (Y11 (0)) + ∆TR

gt

]
+ (1− P (W11 = 1))E (Y11 (0))

= P (W11 = 1)∆TR
11 + E (Y11 (0))

从而：

E (Y11)− E (Y10) = P (W11 = 1)∆TR
11 + E (Y11 (0))

− P (W10 = 1)∆TR
10 − E (Y10 (0))

= P (W11 = 1)∆TR
11 − P (W10 = 1)∆TR

10

+ E (Y11 (0))− E (Y10 (0))
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两组、两期的特例

同理：

E (Y01)− E (Y00) = P (W01 = 1)∆TR
01 − P (W00 = 1)∆TR

00

+ E (Y01 (0))− E (Y00 (0))

根据共同趋势假设（假设2）：
[E (Y11)− E (Y10)]− [E (Y01)− E (Y01)]

=
[
P (W11 = 1)∆TR

11 − P (W10 = 1)∆TR
10

]
−

[
P (W01 = 1)∆TR

01 − P (W00 = 1)∆TR
00

]
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两组、两期的特例
从而

βfe = βfd =
[E (Y11)− E (Y10)]− [E (Y01)− E (Y01)]

[E (W11)− E (W10)]− [E (W01)− E (W01)]

=

[P (W11 = 1)∆TR
11 − P (W10 = 1)∆TR

10

]
−

[P (W01 = 1)∆TR
01 − P (W00 = 1)∆TR

00

]
[P (W11 = 1)− P (W10 = 1)]− [P (W01 = 1)− P (W00 = 1)]

=
P (W11 = 1)

DIDW
∆TR

11 −
P (W10 = 1)

DIDW
∆TR

10 −
P (W01 = 1)

DIDW
∆TR

01 +
P (W00 = 1)

DIDW
∆TR

00

从而固定效应或者一阶差分的系数是四个处理组处理效应的一个加权平均：
• 如果处理效应同质性，即∆TR

11 = ∆TR
10 = ∆TR

01 = ∆TR
00 ，那么可以识别处理组处

理效应
• 如果异质性处理效应，注意有的权重的负的！可能不能识别处理组处理效应
• 在DID设计中，W = G× T，从
而P (W10 = 1) = P (W01 = 1) = P (W00 = 1) = 0，从而可以识别出∆TR

11 。
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两组、两期的特例

如果考虑LATE，额外使用假设3和假设4，有：
βfe = βfd =

P (W11 = 1)− P (W10 = 1)

DIDW
∆S

11 −
P (W01 = 1)− P (W00 = 1)

DIDW
∆S

01

也是一个加权平均：
• 再次，权重有可能为负
• Fuzzy DID通过假设P (W01 = 1)− P (W00 = 1) = 0得到了识别。
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一个更加一般的结果

如果有多组、多期，那么可以证明，对于k ∈ {fe, fd}，即双向固定效应和一阶差
分的估计结果可以写为：

• 如果关注处理组处理效应，如果假设1和假设2成立，那么：

βk = E
(
vTR
k,GT∆

TR
GT |W = 1

)
• 如果关注LATE，并且假设1、2、3、4成立，那么：

βk = E
(
vSk,GT∆

S
GT |S

)
值得注意的是，权重vTR

k,GT , v
S
k,GT都有可能是负的！

• 在异质性处理效应的条件下，识别可能失败。
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何时可以成功识别？

一个比较简单的结果是，如果：
• （Staggered adoption）W = 1 {T ≥ tG}，即每个组都是在前面一段时间不
被处理，在时间tG之后被处理

结合假设1，可以证明P
(
vSfd,GT ≥ 0|S

)
= 1，即如果使用一阶差分识别LATE，那

么所有权重都大于0。
如果除Staggered adoption之外额外假设：

• 每组每期只有一个观测
那么结合假设1，有：P

(
vSfe,GT ≥ 0|S

)
= 1，即使用固定效应识别LATE的权重都

是大于0的。
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权重的计算
为了诊断权重有没有可能为负，或者权重为负会不会导致（符号）识别的失败，作
者同时推导了能够使得所求得的βk(k = fd, fe)与∆TR,∆S符号相反的最小
的∆TR

gt ,∆S
gt的异质性程度度量。令

σTR =
√

V
(
∆TR

gt |W = 1
)
, σS =

√
V
(
∆S

gt|S
)

那么其下界为：
• 如果假设2成立，为了获得处理组处理效应，下界为：

σTR
k =

|βk|√
V
(
vTR
k,GT |D = 1

)
• 如果假设2、3、4成立，为了获得LATE，下界为：

σS
k =

|βk|√
V
(
vSk,GT |S = 1

)
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异质性下界的使用

• 如果计算得到的σTR
k , σS

k很小，意味着模型对于异质性处理效应的稳健性较
低，很容易出现错误的结果

• 可以用来查看模型对于异质性处理效应的稳健性
• 也可以用来比较固定效应与一阶差分，在两个模型中进行选择。
• Stata：twowayfeweights


