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拟合优度

• 拟合优度（goodness of ﾞt）即使用x对y进行拟合的效果，即被解释变量y有多
少可以被解释变量x所解释。

• 在回归分析中，最常用的拟合优度的度量为可决系数（coefﾞcient of
determination），或称R2（R-quared）。
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拟合优度的度量

• 在拟合或者预测的应用中，我们经常会关注x对y的解释能力问题。特别的，我
们关注y的方差中有多少是可以被x解释的。

• 从总体的层面，回忆公式

V (y) = V [E (y|x)] + E [V (y|x)]

其中：
• E (y|x)为y的方差中可以被x所预测的部分
• 而V (y|x) = V (u|x)为y中不可被x预测的部分的条件方差

• 因而y的总方差就被分解为可预测部分的方差与不可预测部分的方差，那么

V [E (y|x)]
V (y)

= 1− E [V (y|x)]
V (y)

就可以被解释为y的方差中有多少比例是可以被x所预测的。
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总平方和的分解
• 从样本角度也可以类似分解
• 记y的方差的分子为总平方和（total sum of squares）：

TSS =

N∑
i=1

(yi − ȳ)2 = Y ′M0Y

其中M0 = I − 1
N ιι′。

• 分解（过程见讲义）：
TSS = ESS+ RSS

其中：

ESS = Ŷ ′M0Ŷ =

N∑
i=1

(
ŷi − ¯̂y

)2
=

N∑
i=1

(ŷi − ȳ)
2

RSS = ê′ê =

N∑
i=1

(yi − ŷi)
2
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总平方和的分解

ESS = Ŷ ′M0Ŷ =

N∑
i=1

(
ŷi − ¯̂y

)2
=

N∑
i=1

(ŷi − ȳ)2

RSS = ê′ê =

N∑
i=1

(yi − ŷi)
2

• 回归平方和（explained sum of squares）：x可以解释的部分
• 残差平方和（residual sum of squares）：x不能解释的部分
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总平方和的分解
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ê = y − ŷ
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R2的定义

定义：
R2 =

ESS
TSS = 1− RSS

TSS
R2度量了使用x对y进行预测时，x可以解释多少部分的y的方差。R2一定是
在[0, 1]之间的。

• 当R2 = 0时，对应于RSS = TSS，此时ŷi = ȳ，也就是说不管有没有x，对y的最
优预测都是ȳ，意味着x对y完全没有任何解释能力。

• 而如果R2 = 1，此时ESS = TSS，即ŷi = yi，达到了完美拟合。
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R2的取值范围

• TSS完全可以看作是只包含常数项的RSS
• 如果回归中包含常数项，那么预测结果不可能比只有常数项更差，从而必然会
有RSS < TSS。

• 但是，如果回归中不包含常数项，得到的预测可能效果会非常差（比只用常数
项预测的结果还差），从而可能会出现TSS < RSS的情况，从而得到R2 < 0。

• 所以，R2 ∈ [0, 1]的前提条件是回归中包含常数项！
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变量增加时的R2

• 如果我们在回归中添加新的解释变量，由于出现了更多的信息，因而R2值不会
降低。

• 们假设x1是一个N × 1维列向量，而X2为N ×K维其他解释变量，线性回归：

Y = β1x1 +X2β2 + e

的最小二乘估计分别为β̂1, β̂2。
• 令残差：ê = Y − β̂1x1 −X2β̂2，那么拟合优度

R2 = 1− ê′ê

TSS
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变量增加时的R2

• 如果只对X2做回归，即：
Y = X2γ + ϵ

记其最小二乘估计为γ̂，残差为ϵ̂ = Y −X2γ̂，那么其R2为：

R2
2 = 1− ϵ̂′ϵ̂

TSS
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变量增加时的R2

定理
在上述回归模型中，R2

2 ≤ R2。

目标函数为：
min
β1,β2

(Y − β1x1 +X2β2)
′ (Y − β1x1 +X2β2)

而如果只对X2做回归，目标函数为：

min
γ

(Y −X2γ)
′ (Y −X2γ)

相当于限制β2 = γ, β1 = 0，从而必然有：ê′ê ≤ ϵ̂′ϵ̂
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变量增加时的R2

定理
R2和R2

2满足：
R2 = R2

2 + [Corr (ϵ̂, v̂)]2
(
1−R2

2

)
其中ϵ̂为回归x1 = X2δ + v的残差，即v̂ = x1 −X2δ̂。

证明见讲义。其中Corr (ϵ̂, v̂)度量了Y和x1同时不能被X2解释的部分相关系数，即排
除X2影响之后的相关系数，因而也被称为Y和x1的偏相关系数（partial
correlation）。


